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大气污染的数学模型

汤永龙
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摘　要 :建立了大气污染的数学模型及其抛物型线性方程的 Fourier变换求解方法。
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1　引言

　　张家界是世界上著名的旅游胜地 ,已被国际教科文组织列为世界文化遗产名录。1999年

12月 11日举行的人类首次驾机穿越张家界天门山洞 ,又一次把世人的目光聚集在张家界。可

天门山下水泥厂 ,石灰厂、纸厂等一些工厂及越来越多的汽车排出的有害烟尘 ,因大气的扰动

而扩散 ,随气流而飘移 ,造成大气污染 ,危害环境 ,影响人类的身体健康。为此张家界市政府决

定定量分析和预报大气的污染问题 ,还风景明珠张家界神奇美丽的山水上一片洁净的蓝天。

2　数学建模

　　2. 1　条件假设

(1)任取空间上一闭曲面 S所围区域为Ω ,C(x ,y ,z)是有害烟尘的浓度。

(2)有害烟尘随风向四周扩散 ,D1 ,D2 ,D3 分别是 x ,y ,z轴方向上的扩散系数。

(3)有害烟尘在大气中有吸收衰减 ,吸收衰减系数为 k > 0.

(4)θ(x ,y ,z ,t)是 (x ,y ,z)点上 t时刻单位体积单位时间烟尘的排放量。

2. 2　数量建模

由重积分的意义知道 ,通过 S从 t到 t + △t时间内流入Ω的烟尘质量为

M1 = ∫t + △t
t κ

s
(D1

5C
5x

cosα+ D2
5C
5y

cosβ+ D3
5C
5z

cosr) dsdt

其中 cosα、cosβ、cosr是 s的外法向余弦。由高斯公式得 :

M1 = ∫t + △t
t µ
Ω

(D1
52 C
5x

2 + D2
52 C
5y

2 + D3
52 C
5z

2 ) dxdydzdt　　　　　　　　　　　　　(1)

由于吸收衰减 ,在 t到 t + △t时间内Ω内烟尘的成少量为
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M2 = ∫t + △t
t µ
Ω

KC(x ,y ,z) dx dy dz dt　　　　 (2)

由于空气流动 ,烟尘随风从 t到 t + △t时间内流动飘出 S的质理为

M3 = ∫t + △t
t κ
Ω

(μCcosα+υCcosβ+ωCcosr) dsdt

其中 (μ、υ、ω)是不变的风向量 ,由高斯公式得 :

M3 = ∫t + △t
t µ
Ω

(μ5C
5x

+υ5C
5y

+ω5C
5z

dxdydzdt　　　 (3)

由 S内从 t到 t + △t时间内共排放出烟尘量为

M4 = ∫t + △t
t µθ

Ω
(x ,y ,z ,t) dxdydzdt　　　　 (4)

从另一个角度看 ,由于浓度的变化引起的Ω内质量之增加量为

M5 = µ
Ω
〔C(x ,y ,z ,t + △t) - C(x ,y ,z ,t) ]dxdydz = ∫t + △t

t µ
Ω

5C
5t

dxdydzdt　　　　 (5)

由质量守恒定律得

M5 = M1 - M2 - M3 + M4

由△t ,t ,Ω的任意性得大气污染的数学模型为

5C
5t

= D1
52

C
5x

2 + D2
52

C
5y

2 + D3
52

C
5x

2 - kC -μ5C
5x

-υ5C
5y

-ω5C
5z

+θ(x ,y ,z ,t) 　　　 (6)

初始条件是

C(x ,y ,z ,0) =φ(x ,y ,z) (7)

(6) 、(7)式这是三维空间中的抛物型性方程。

3　抛物型线性方程的求解。

　　3. 1　Fourier变换的性质

记

Ĉ (ξ,η,ζ,t) = µ
+ ∞

- ∞
C(x ,y ,z ,t) e

- i (xξ+ yη+ zζ) dxdydz = F〔C〕　　　　　　 (8)

由 (8)式定义的 Fourier变换有下列主要性质 :

(1)线性性质

F〔αf1 (x ,y ,z) +βf2 (x ,y ,z)〕=αF〔f1〕+βF〔f2〕

(2)微分性质

F〔fx (x ,y ,z)〕= iξF〔f〕= iξ̂f (ξ,η,ζ)

F〔fy (x ,y ,z)〕= iηF〔f〕= iη̂f (ξ,η,ζ)

F〔fz (x ,y ,z)〕= iζF〔f〕= iξ̂f (ξ,η,ζ)

(3)可逆性质 ,设 F〔f (x ,y ,z)〕= f̂f (ζη,ζ) ,则

f (x ,y ,z) =
1

(2π) 3 µ
+ ∞

- ∞̂
f (ζ,η,φ) e

i (xζ+ yη+ zζ) dζdηdφ= F
- 1〔̂f〕.

3. 2　由 Fourier求解抛物线型方程

对 (6) 、(7)进行 Fourier变换得

dĈ (ξ,η,ζ,t)
dt

= - (D1ξ
2

+ D2η
2

+ D3ζ
2 ) Ĉ (ξ,η,ζ,t) - K̂C (ξ,η,ζ,t) - iξμ̂C (ξ,η,ζ,t) - iηυ̂C (ξ,

η,ζ,t) iξω̂C(ξ,η,ζ,t) +θ̂(ξ,η,ζ,t) 　　　　 (11)

Ĉ (ξ,η,α,0) =φ̂(ξ,η,ζ) 　　 (12)
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(11) 、(12)式是以 t为自变量的一阶线性非齐次常微分方程的 Cauchy问题 ,改写成

dĈ
dt

= - (D1ξ
2 + P1η

2 + D3ζζ
2 + K+ iξμ+ iηυ+ iζω) Ĉ +θ̂(ξ,η,ζ,t)

Ĉ| t = o =φ̂(ξ,η,ζ)

解之得

Ĉ (ζ,η,φ ,t) = e
- (D

1
ζ2 + D

2
η2 + D

3
ζ2 + K+ iμξ+ iηυ+ iφω)

　　　　×〔∫
t

0θ̂(ζ,η,φ ,t) e
- (D

1
ξ2 + P

1
η2 + D

3
ζ2 + K+ iμξ+ iηυ+ iζω)

+ t + ĝ1ξ,η,ζ〕　　 (13)

再对 (13)式中的 Ĉ (ξ,η,ζ,t)进行反变换即可得 (x ,y ,ξ,t)
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Abstract : The article has established mathematical model of air pollation , as well as given the

concret way of Fourior varying to solve the mathematical model
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