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第第十十届届华华为为杯杯全全国国研研究究生生数数学学建建模模竞竞赛赛 

 

题 目         功率放大器非线性特性及预失真建模 

摘       要： 

信号的功率放大是电子通信系统的关键功能之一，其实现模块称为功率放大

器（PA，Power Amplifier），简称功放。为了提高功率放大器的效率，通常又要

求其工作在饱和状态，这必然就会带来严重的非线性。功放的非线性失真会使得

原始信号的频谱扩展，从而对邻近信道造成较大的干扰。功率放大器的线性化，

是解决其效率和线性度矛盾的有效方法，能够使功放在输出高功率和高效率的同

时，保持良好的线性度。常用预失真技术[1]
(Predistortion)。本文主要研究对象为

预失真技术中的功放模型的建立及预失真算法的研究。 

对于问题一，我们首先建立了无记忆功放的泰勒级数模型，利用最小二乘估

计得到不同阶数的 NMSE 指标（图 4.1），综合考虑选取阶数为 10，此时

NMSE=-94.5dB 。为了解决最小二乘估计阶数增加后的不稳定性，将观测矩阵正

交化后，采用最小二乘估计得到不同阶数对应的 NMSE 指标（图 4.3），阶数为

10 时，NMSE=-97.5dB。为了避免求逆运算，采用 LMS 自适应算法来求解，由

于数据有限，无法达到收敛，性能比较差（图 4.7），但重复利用数据 40 次后，

性能有所改善，NMSE=-42.6dB（图 4.8）。 

对于无记忆预失真器同样建立泰勒级数模型，由于数据有限，自适应算法很

难收敛，所以采用直接学习结构，将功率放大器的输出减小 g 倍后作为输入，g

为理想的线性放大倍数，功率放大器的输入作为输出，通过拟合得到的系统即为

预失真器。对于模型的求解，分别使用了最小二乘估计，施密特正交化后求解，

估计出预失真器参数。最后用 NMSE 评价预失真系统，预失真器在 10 阶时，可

以达到 NMSE=-59.03dB。此时线性化放大倍数可以达到理论最大值 max 1.8265g  。 

对于问题二，首先建立了有记忆功放的“和记忆多项式”模型，它是在无记

忆泰勒级数的基础上加入了时延项，利用最小二乘估计得到在不同阶数 K，记忆

深度 M 下，NMSE 的变化曲线图（图 4.14）。我们选取有记忆功放“和记忆多项

式”模型的阶数 K=3 ，记忆深度 M=5，此时 NMSE=-45.05dB。 
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在有记忆预失真的建模中，预失真器的模型同样为“和记忆多项式”模型，

依据计算量和 NMSE 的变化情况，我们首先确定有记忆功放的模型参数为阶数

K=3，记忆深度 M=5。我们分别使用直接学习法和间接预失真学习法求解模型。

我们得出了预失真器在不同阶数 K，记忆深度 M 下，预失真补偿后系统的 NMSE

的变化曲线图（图 4.17、图 4.19）。对于直接学习法，最佳的阶数和记忆深度为

K=3、M=5，此时 NMSE=-45.4dB，线性化放大倍数 g=9.4528；对于间接预失真

学习法，最佳的阶数和记忆深度为 K=4、M=4，我们提出一种改进的间接预失真

学习结构图（图 4.15），求得 NMSE=-44.1dB、 9.456g  。 

对于问题三，我们利用直接法求信号的功率谱密度函数，得到输入信号、无

预失真补偿的功率放大器输出信号、采用预失真补偿的功率放大器输出信号的功

率谱图，并计算各自的 ACPR。输入信号 ACPR=-78.5dB，无预失真输出信号

ACPR=-37.3dB，直接学习法和间接学习法的有预失真输出信号的相邻信道功率

比分别为 ACPR=-52.2dB、ACPR=-50.1dB。比较 ACPR 可以直观的发现，采用

预失真补偿的功率放大器的频谱泄露明显减小。 
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一、 问题重述 
 

信号的功率放大是电子通信系统的关键功能之一，其实现模块称为功率放大

器（PA，Power Amplifier），简称功放。功放的输出信号相对于输入信号可能产

生非线性变形，这将带来无益的干扰信号，影响信息的正确传递和接收，此现象

称为非线性失真。传统电路设计上，可通过降低输出功率的方式减轻非线性失真

效应。 

功放非线性属于有源电子器件的固有特性，研究其机理并采取措施改善，具

有重要意义。目前已提出了各种技术来克服改善功放的非线性失真，其中预失真

技术是被研究和应用较多的一项新技术，其最新的研究成果已经被用于实际的产

品（如无线通信系统等），但在新算法、实现复杂度、计算速度、效果精度等方

面仍有相当的研究价值。 

本题从数学建模的角度进行探索。若记输入信号为 ( )x t ，输出信号为 ( )z t ，t

为时间变量，则功放非线性在数学上可表示为 ( ) ( ( ))z t G x t ，其中G 为非线性函

数。预失真的基本原理是：在功放前设置一个预失真处理模块（PD，Predistorter），

这两个模块的合成总效果使整体输入-输出特性线性化，输出功率得到充分利用。

原理框图如图 1.1 所示。 

PD

F()

( )y t ( )z t( )x t

整体呈现线性 g

PA

G()

 

图1.1  预失真技术的原理框图示意 

其中 ( )x t 和 ( )z t 的含义如前所述， ( )y t 为预失真器的输出。设功放输入-输出

传输特性为 ( )G  ，预失真器特性为 ( )F  ，那么预失真处理原理可表示为 

             ( ) ( ( )) ( ( ( ))) ( ( )) ( ( ))z t G y t G F x t G F x t L x t           （1.1） 

G F L 表示为 ( )G  和 ( )F  的复合函数等于 ( )L  。线性化则要求 

                          ( ) ( ( )) ( )z t L x t g x t                         （1.2） 

式中常数 g 是功放的理想“幅度放大倍数” ( 1)g  。因此，若功放特性 ( )G  已

知，则预失真技术的核心是寻找预失真器的特性 ( )F  ，使得它们复合后能满足 

            ( ( ( ))) ( )( ( )) ( ( )) ( )G F x t G F x t L x t g x t             （1.3） 

如果测得功放的输入和输出信号值，就能拟合功放的特性函数 ( )G  ，然后利

用（1.3）式，可以求得 ( )F  。 

本题探索中，预失真处理建模还需考虑以下 2 个约束条件： 

预失真处理的“输出幅度限制”。由于功放的输入幅度需保持在一定范围，

过大的值会导致饱和溢出，因此，本题的建模中限定预失真处理的输出幅度不大

于所给出的功放输入幅度最大值。 

预失真处理加载后，尽可能使功放的输出“功率最大化”。 为了充分发挥

功放的作用，预失真处理模型的建立必需考虑尽可能使功放的信号平均输出功率
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最大，因此预失真处理后的输出幅度（等效为功放的输入幅度）需尽可能提高。 

模型的数值计算结果业界常用 NMSE、EVM 等参数评价其准确度，具体定

义如下。 

采用归一化均方误差 (Normalized Mean Square Error, NMSE) 来表征计算精

度，其表达式为 

         

2

1
10

2

1

ˆ( ) ( )

10log

( )

N

n

N

n

z n z n

NMSE

z n











                （1.4） 

如果用 z 表示实际信号值， ẑ 表示通过模型计算的信号值，NMSE 就反映了

模型与物理实际模块的接近程度。功放前加载预失真处理后，也可用 NMSE 判

断整体模型输出值与理想输出值的近似程度。 

误差矢量幅度 (Error Vector Magnitude, EVM)定义为误差矢量信号平均功率

的均方根和参照信号平均功率的均方根的比值，以百分数形式表示。如果用 X 表

示理想的信号输出值， e表示理想输出与整体模型输出信号的误差，可用 EVM

衡量整体模型对信号的幅度失真程度。 

             

2

2
100%

E e
EVM

E X

 
  
 
 

                  （1.5） 

在上述提供的背景材料以及自行查阅相关文献资料的基础上，研究以下问题。

要求写出计算的过程、注明所用的优化方法、解释选择中间参数的理由、并附上

所用的程序（C/C++/Java/Matlab 等）。为保证所用模型的工程可实现性，请考虑

选用适当复杂度的模型和算法。 

1. 无记忆功放 

数据文件 1 给出了某功放无记忆效应的复输入-输出测试数据，其输入-输出

幅度图如图 2 所示： 

 

图 1.2 功放输入/输出幅度散点图 

 

请根据提供的数据，完成以下任务。 

A．建立此功放的非线性特性的数学模型，然后用 NMSE 评价所建模型的准

确度。 

B．根据线性化原则以及“输出幅度限制”和“功率最大化”约束，建立预

失真模型。写出目标误差函数，计算线性化后最大可能的幅度放大倍数，运用评
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价指标参数 NMSE/EVM 评价预失真补偿的结果。 

2. 有记忆功放 

数据文件 2 给出了某功放的有记忆效应的复输入-输出数据，请完成以下任

务。 

A．建立此功放的非线性特性的数学模型，然后用 NMSE 评价所建模型的准

确度。 

B．根据线性化原则以及“输出幅度限制”和“功率最大化”约束，以框图

的方式建立预失真处理的模型实现示意图（提示：可定义基本实现单元模块和确

定其之间关系，组成整体图），然后计算预失真模型相关参数。运用评价指标参

数 NMSE/EVM 评价预失真补偿的计算结果。 

3． 拓展研究 

相邻信道功率比（Adjacent Channel Power Ratio，ACPR）是表示信道的带外

失真的参数，衡量由于非线性效应所产生的新频率分量对邻道信号的影响程度。

其定义为 

                

3

2

2

1

10

( )

10log

( )

f

f

f

f

s f df

ACPR

s f df







                   （1.6） 

其中 ( )s f 为信号的功率谱密度函数，  1 2,f f 为传输信道，  2 3,f f 为相邻信

道。功率谱密度的计算可通过对信号的自相关函数进行 Fourier 变换计算，也可

以通过直接法等计算（假定本题涉及的信号为时间平稳信号）。 

如果题 2 所附的数据采样频率 30.72 12sF   MHz，传输信道按照 20MHz 来

算，邻信道也是 20MHz。根据给出的数据，请计算功放预失真补偿前后的功率

谱密度，并用图形的方式表示三类信号的功率谱密度（输入信号、无预失真补偿

的功率放大器输出信号、采用预失真补偿的功率放大器输出信号），最后用 ACPR

对结果进行分析评价。  

 

二、 问题假设与基本符号说明 

3.1 问题假设 

（1）假设信号为平稳信号 

3.2 基本符号说明 

( )x n ： n时刻输入 

( )z n ： n时刻输出 

K ：模型的非线性阶数 

M ：模型的记忆深度 

()F ：预失真特性函数 

()G ：功放特性函数 
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三、 问题分析 
 

对于问题 1 要求在满足相应约束条件下，建立无记忆功放及预失真器的非线

性数学模型，设定误差目标函数，并求解其参数，同时用 NMSE 评价所建模型

的准确度。对于无记忆非线性模型实质上主要考虑两种类型的失真，即调幅-调

幅（AM-AM）特性和调幅-调相（AM-PM）特性。泰勒级数模型可以很好的描

述无记忆非线性的两种失真，因此我们采用泰勒级数模型。对于功放模型的参数

的求解，可以直接利用最小二乘估计得到其解析解，也可以通过自适应算法迭代

求出其参数。对于预失真模型的求解，可以通过对数据 ( , )z g x 进行拟合直接得

到，也可以通过自适应算法求得，先求出功率放大器的逆系统，理想的线性输出

信号通过该逆系统得到预失真器的理想输出，利用预失真器的理想输出和实际输

出自适应地迭代调整预失真器的参数，最终得到预失真模型。输入信号依次通过

预失真器、功率放大器得到系统输出信号，将系统输出信号与理想输出信号比较

得到 NMSE 和 EVM。 

对于问题 2 要求要求在满足相应约束条件下，建立有记忆功放及预失真器的

非线性数学模型，并求解其参数，同时用 NMSE 评价所建模型的准确度。我们

采用记忆多项式模型来描述构造有记忆功放及预失真器，该模型系数提取方法简

单、系数数量少，其求解过程与问题 1 类似。 

对于问题 3 要求用图形的方式表示三类信号的功率谱密度，并用 ACPR 对结

果进行分析评价。可以利用直接法求得三类信号的功率谱密度，分别计算其

ACPR，并对结果进行分析。 

 

四、 模型建立与求解 

4.1 问题一 A 的建模与参数提取 

4.1.1 泰勒级数模型 

一种经典的描述无记忆非线性功放的数学模型是泰勒级数模型[2]： 

                     
2 1

2 1

1

( ) ( ) ( )
K

k

k

k

z n a x n x n






                     （4.1） 

式（4.1）中参数 ( 1,2, , )ia i K 为复数值（K 为泰勒级数模型的阶数），因

此可以同时提供功放输出的幅度和相位失真的信息。这个模型只包含输入信号功

率的奇次分量。如果功放是无记忆的话，其输出只会由输入信号功率的奇次分量

产生，输入信号的偶次分量不会对功放输出产生影响。 

但是实际使用的功放只能用输入信号的全部功率来精确的进行描述，如式

（4.2）所示： 

1

1

( ) ( ) ( )
K

k

k

k

z n a x n x n





                    （4.2） 
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4.1.2 泰勒级数模型参数提取 

（1） 最小二乘估计求解 

上述模型中参数为
1 2[ , , , ]T

KA a a a ，通过观察 ( )x n 和 ( )z n 的N 次采样来估

计参数，令 

[ (0), (1), , ( )]TZ z z z N                      
 

          

1 1

1 1

(0) (0) (0) (0) (0)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

K

K

x x x x x

X

x N x N x N x N x N





 
 
 

  
 
 
 

          （4.3） 

式（4.2）可以重新表达为 

Ẑ XA                           （4.4） 

其中 Ẑ 表示通过模型求得的估计值。利用最小二乘的方法求解 A，误差平方

和表示为： 

2 *

1 1

ˆ ˆ ˆ| ( ) ( ) | ( ( ) ( ))( ( ) ( )) ( ) ( )
N N

H

n n

J z n z n z n z n z n z n XA Z XA Z
 

         （4.5） 

为求解 J 的最小值，对 A求导并使结果为零（即 0
J

A





），可得： 

2 2 0H HX XA X Z                       （4.6） 

因此   

                      
1( )H HA X X X Z                       （4.7） 

依据将题目提供的数据，应用最小二乘求解，得到功放模型参数

( 1,2,..., )ka k K ，将阶数分别取 1,2,...,40K  ，功放模型的 NMSE 随阶数变化情

况如图 4.1 所示： 

 

 
图 4.1 NMSE 随阶数变化曲线 
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图4.1中， X轴表示功放模型的阶数，Y轴表示对应阶数的功放模型的NMSE。

由图 4.1 可以看出随着阶数的增大，总体上 NMSE 越来越小，但是随着阶数的增

大， NMSE 降低的趋势减缓，且有波动。这里设置阶数为 10，可以求

94.5NMSE dB   ，拟合结果如图 4.2 所示： 

 

 
图 4.2 功放模型输出与实际输出幅度曲线比较（10 阶） 

 

由图 4.2 可以看出，功放模型输出幅度与实际输出幅度拟合较好。  

基于最小二乘估计的求解算法具有数学稳定性方面的问题（从图 4.1 可以看

出）。这是由于用来产生矩阵的列的函数不能使得产生的列是互相正交的。因此

式（4.7）中 HX X 的逆矩阵实际上是数学不稳定的。 

可以把 X 的列进行施密特正交化，则得到新的矩阵 X ，此时 X 的每列都是

正交的，同样利用式（4.7）可以估计出参数
0 1[ , , , ]T

KA a a a    。 

令 

0 1[ , , , ]KX x x x                     （4.8） 

其中 

[ (0), (1), , ( )] ( 0,1, , )T

k k k kx x x x N k K            （4.9） 

且 

( ) ( ) ( ) ( 0,1, , )
k

kx n x n x n n N              （4.10） 

正交化后 

0 1[ , , , ]KX x x x                       （4.11） 

其中 

[ (0), (1), , ( )] ( 0,1, , )T

k k k kx x x x N k K              （4.12） 

且 
1

0

( , )
( ) ( ) ( )( 0,1, , )

( , )

k
k i

k k i

i i i

x x
x n x n x n n N

x x






   

 
          （4.13） 

则 
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0

( ) ( )( 0,1, , )
K

k k

k

z n a x n n N


                    （4.14） 

仍然将题目提供的数据输入该功放模型，得到在不同阶数下模型的 NMSE，

并与用一般最小二乘法求解的结果对比，如图 4.3 所示： 

 

 
图 4.3 正交化模型 NMSE 对比 

 

从图 4.3 可以看出，正交化功放模型的 NMSE 随着阶数的增加也越来越小，

从 10 阶开始，其 NMSE 比未正交化的功放模型的 NMSE 要好，且波动性也明显

减弱。综合考虑模型性能和复杂度，我们选定无记忆泰勒模型的阶数为 10，

NMSE=-97.5dB，拟合结果如下图所示： 

 

 
图 4.4 幅度拟合图 

（2） 自适应 LMS（Least Mean Square）算法 

为了避免最小二乘解的求逆过程，考虑到计算复杂度低和工程的可实现性，

我们采用 LMS 算法来求解。 
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-180

-160

-140

-120

-100

-80

-60

-40

-20

0

阶数

N
M

S
E

(d
B

)

功放模型误差正交化前后对比

 

 

一般多项式

正交多项式

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

|x(n)|

|z
(n

)|

10阶正交化后的拟合结果

 

 

实际数据

拟合曲线



10 

 

自适应 LMS 算法框图如图 4.5，图中 ˆ ( )ny n 是 n时刻系统输出信号的估计，

( )x n 是 n 时刻系统的输入信号， ( 1, , )iw i N 为模型的参数估计，记

[ ( ) ( 1) ( 1)]T

nX x n x n x n M    ， 1 2[ ]T

NW w w w
，未知离散系统的期望输出

信号为 ( )d n 。 

离散时间系统

自适应算法 +- ( )d n

( )x n ˆ( )y n

( )e n

 
图 4.5  LMS 算法框图 

 

LMS 算法的数学表达式为： 

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) T

n ne n d n y n d n X W               （4.15） 

*

1 ( )n n nW W e n X                    （4.16） 

 

其中 n代表迭代次数，是自适应步长，其取值范围为： 

max

2
0 


                         （4.17） 

max 是输入信号 ( )x n 的自相关矩阵的最大特征值。 *

nX 代表对复信号取共轭。  

则复信号的 LMS 算法的迭代步骤为： 

1、 初始化模型参数 (0)w ，步长； 

2、 经过模型后的输出 ˆ( ) T

n ny n W X  ； 

3、 计算误差 ˆ( ) ( ) ( )e n d n y n  ； 

4、 更新模型参数 *

1 ( )n n nW W e n X    。 

 

无记忆功放模型框图如图 4.6 所示： 

 
( )x n

( )y n

1( )A x 2 ( )A x ( )KA x

1a 2a
Ka

 
图 4.6 无记忆功放模型框图 

 

其中
1

( ( )) ( ) ( ) 1,2, ,
k

kA x n x n x n k K


  。
1 2[ , , , ]T

KA a a a 表示泰勒模型的

系数。 

对于本题泰勒级数模型参数来说，初始化泰勒级数参数 0 0A  ，期望输出

( )d n 为题目提供功放输出 ( )z n 。经过模型后的输出为 ˆ( ) T

n nz n W X  ， nX 为题目

提供的功放输入 ( )x n 经过 ( )kA x 模块处理的结果。 
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利用 LMS 算法，设定步长为 0.1，阶数为 7 时，拟合结果如图 4.7 所示；由

于数据量有限，重复利用数据进行更多次的迭代，得到拟合结果如图 4.8 所示： 

 

 
图 4.7  LMS 算法拟合结果         图 4.8 重复利用数据 LMS 拟合结果 

4.2 问题一 B 模型的建立与求解 

4.2.1 无记忆预失真模型建立 

预失真器同样采用泰勒级数模型，如下式： 

1

1

( ) ( ) ( )
K

k

k

k

y n b x n x n




                 （4.18）
 

K 为预失真器的特性 ( )F x 的泰勒级数模型的阶数，
kb 为复系数。 

4.2.2 输出幅度限制 

由于功放的输入幅度需保持在一定范围，过大的值会导致饱和溢出，因此，

本题的建模中限定预失真处理的输出幅度不大于所给出的功放输入幅度最大值。

由此“输出幅度限制”可以得到线性增益的上限 maxg 。找到功放的输入幅度最大值

max inputPA ，并得到其对应的输出值 outputPA 。可用如下公式进行确定： 

max
max

output

input

PA
g

PA


                     （4.19） 

对于该题的实验数据来说 max 1.8265g  。在进行预失真模型处理的时候，将 maxg 做

为理想的线性放大倍数，得出预失真器输出时，若预失真器的输出大于所给出的功放

输入幅度最大值，则不能满足输出幅度最大限制。需要将 maxg 以微小的步长变小。 

4.2.3 功率最大化 

为了充分发挥功放的作用，预失真处理模型的建立必需考虑尽可能使功放的

信号平均输出功率最大，因此预失真处理后的输出幅度（等效为功放的输入幅度）
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LMS算法的拟合结果
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重复次数  40
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需尽可能提高。对于现代数字通信系统来说，功率放大器的非线性特性导致输出

信号的功率谱发生扩散，进而影响临近信道的信号。要使功率放大器的输出信号

最大，从频率来考虑，即要求信号的功率谱不发生扩散，尽量克服系统的非线性。

在进行预失真器特性 ( )F x 拟合的时候，将理想线性特性的斜率设为 maxg 。这样只

要尽可能的使经过预失真处理的功放的线性特性越接近 maxg ，就既满足了输出幅

度限制也满足了功率最大化。 

4.2.4 目标误差函数确定及模型求解 

由预失真原理框图（图 1.1）以及式（1.3）可知 

( ( ( ))) ( ( )) ( )G F x t G F x t g x t                （4.20） 

从而有 
1( ) ( )F x G g x                       （4.21） 

其中， 1( )G  表示 ( )G  的逆特性。由方程(1.2.2)可知，如果想令 PA 的输出等

于 g x ，则 ( )F x 的特性应与 ( )G g x 的特性相反。根据函数压扩原理和拟合原理，

如果我们已知没有经过预失真处理的 PA 的输入信号 ( )x t 和输出信号 ( )z t ，则 ( )G 

可以通过对数据 ( , )x z 进行拟合得到， 1( )G g x  即可以通过对数据 ( , )z g x 进行拟

合得到，由此可便得到预失真器的特性 ( )F x 。如图 4.9 所示： 

 

F（）
( )z n

g

( )x n

 
图 4.9 求逆原理图 

 

离散条件下，预失真器的特性 ( )F x 的模型同样为泰勒级数模型。对于通过

数据 ( / , )z g x 进行拟合时，式（4.2）变为： 

0

( ) ( )
ˆ( )

k
K

k

k

z n z n
x n b

g g


                   （4.22） 

其中 ( )z n 为未做预处理时的复输出测试数据，̂ ( )x n 为泰勒级数模型计算的功

放输出数据，K 为预失真器的特性 ( )F x 的泰勒级数模型的阶数。 

与求解无记忆功放模型相似，利用最小二乘算法得到预失真器的特性 ( )F x 。

其目标误差函数：  

2

1

ˆ( ) ( )
N

n

J x n x n


 
                （4.23） 

其中 ( )x n 为未做预处理时的复输入测试数据。 

将题目提供的数据
( )z n

g
作为输入，利用最小二乘估计，求得其经过预处

理器的输出 ˆ( )x n ，与理想输出 ( )x n 之间的输入-输出幅度拟合图，如图 4.10

所示： 
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图 4.10 预失真模型输出与理想输出幅度曲线 

 

4.2.5 经过预失真处理的系统性能 

将题目提供的输入复信号 ( )x n 输入到整个系统，即先通过预失真器，再通过

功放模型，得到整个系统的输出。设定无记忆功放和预失真器的非线性阶数都为

10 时，将功放的输入-输出幅度图，预失真器的输入-输出幅度图，以及整个系统

的输入-输出幅度图，与理想线性输入-输出幅度图进行直观的观察，如图 4.11 所

示：  

 
图 4.11 系统输出与理想输出幅度曲线 

 

由图 4.11 看出，预失真模型与功放模型所组成的系统整体模型，输入输出

特性与理想线性特性基本完全拟合，NMSE=-59dB。无记忆功放预失真补偿后线

性放大倍数可以达到理论最大值 max 1.8265g  ，此时预失真器输出的最大值为

1.0503，而功率放大器的最大允许输入的幅值为1.0553，因此满足最大幅度限制。 
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图 4.12 给出了系统在未正交化和正交化情况下的 NMSE 随着阶数的变化曲

线的比较： 

 
图 4.12 系统未正交化和正交化的 NMSE 随着阶数的变化曲线 

 

由图 4.12 观察到，总体上系统的 NMSE 随着阶数的增加而减小，未经过正

交化的最小二乘估计，在阶数较高的时候发生“震荡”。经过正交化后的系统的

NMSE 要比未正交化系统的 NMSE 小，且波动性也小多。 

图 4.13 给出了系统整体模型在未正交和正交情况下的误差矢量幅度 (Error 

Vector Magnitude, EVM)随阶数变化曲线： 

 
图 4.13 系统整体模型 EVM 随阶数变化曲线 

 

由图 4.13 可以看出，系统整体模型的 EVM 随着阶数的增加而减小，且随着
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阶数的增加，正交模型比未正交模型的 EVM 要低，未正交模型的 EVM 随着阶

数的增加有波动。 

4.3 问题二 A 的建模与参数提取 

4.3.1 记忆多项式模型建立 

若某一时刻输出不仅与此时刻输入有关，还与之前一段时刻的输入有关，那

么对泰勒模型进行推广即可，常用的即为“和记忆多项式”模型： 

    1

1 0

( ) ( ) | ( ) |
K M

k

km

k m

z n b x n m x n m 

 

               （4.24） 

其中，K 为非线性阶数，M 为记忆深度， kmb 为模型系数。 

 

4.3.2 记忆多项式模型参数提取 

如果我们已知 ( )x n 、 ( )z n 分别代表 PA 的输入、输出时域采样序列，也就是

说已知功率放大器的输入、输出分别为 X 和 Z ，因为式（4.24）是无记忆功放模

型的扩展，所以估算参数b 的方法和节 4.1.2 中用最小二乘估算无记忆功放模型

参数的方法类似。通过观察 ( )z n 的 N 个采样和 ( )x n 的N M 个采样来估算参数b 。

则模型系数的计算过程如下： 

Z 可表示为： 

[ ( ) ( 1) ( )]TZ z M x M x M N              （4.25） 

令复系数 B 表示为 

 

00 10 20 0 01 11 21 1 0 1 2[ ]T

K K M M M KMB b b b b b b b b b b b b
  （4.26） 

 

1

1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

K

K

j

K

x j x j x j x j x j

x j x j x j x j x j
X

x j N x j N x j N x j N x j N

 
 
     

  
 
 

       （4.27） 

1 0[ ]M M mX X X X X
              （4.28） 

式（2.1）可表示为矩阵方程式： 

Z XB                          （4.29） 

通过 X 和 Z 可以使用最小二乘算法估算出 B ： 

1ˆ ( )H HB X X X Z                     （4.30） 

设定不同的非线性阶数K ，记忆深度M ，得到不同的 NMSE 评价结果如图

4.12 所示： 
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图 4.14 随 K、M 变化的 NMSE 变化曲线 

 

根据模型复杂度以及工程可实现性，我们选择非线性阶数 K=3，记忆深度

M=5 的模型来表示有记忆多项式模型。此时 NMSE=-45.05dB。 

4.4 问题二 B 模型的建立与求解 

4.4.1 有记忆预失真模型建立 

传统的间接学习结构中，需要用到预失真器的输出，但实际建立预失真系统

时无法得到预失真器的输出结果。即无法得到自适应算法的期望输出。在已知功

放输入、输出的条件下，建立如图 4.15 的改进的间接学习结构[]，可以解决无法

得到预失真器的输出的问题，再用自适应算法来更新系统的参数。 

自适应算法
+

+

-

-

( )dV n

F̂ G

复制     

自适应算法

1G

1G ( )z n

ˆ ˆ( ) ( ( ))dV n F x n

1( )e n

2 ( )e n

( ) ( )iV n x n
0 ( ) ( )V n gx n

ˆ( )x n

 

图 4.15 自适应预失真学习框图 
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其中 ( )x n 、z( )n 分别为功放的实际输入、输出数据， ( ) ( )iv n x n 表示系统的

输入为 ( )x n ， ˆ ˆ(n)=F(x(n))dV 表示输入为 ( )x n 时预失真器的输出， (n)=gx( )ov n 表示

输入为 ( )x n 时系统的理想输出。算法的主要步骤如下： 

1、 初始化预失真器和功率放大器逆系统的传输系数 FH 和 1G
H  ； 

2、 令 z( )n 作为输入通过功率放大器逆系统 1G ，输出 ˆ( )x n ； 

3、 ˆ( )x n 与 ( )x n 求差值得到 1( )e n ，利用 1( )e n 通过自适应算法迭代更新 1G
H  ； 

4、 令 ( )ov n 通过更新后的功率放大器逆系统 1G ，输出 ( )dv n ； 

5、 ˆ ( )dv n 与 ( )dv n 求差值得到 2 ( )e n ，再通过自适应算法迭代更新 FH 。 

 

图 4.16 为记忆多项式模型框图。该模型形式简单，参数少，辨识简单，实

用性强。因此可采用记忆多项式模型作为功放与预失真器的行为模型。 

 

( )x n ( 1)x n  ( 2)x n  ( )x n M
1Z  1Z  1Z 

( )y n

0 ( )A x 1( )A x ( )mA x ( )MA x

 

图 4.16 记忆多项式模型框图 

 

图 4.16 中， ( )mA x 的表达式为 

1

1

( )
K

j

m jm

j

A x a x x




   1 , 2 , ,m K               （4.31） 

预失真器输出为 

                    1

1 0

( ) ( ) | ( ) |
K M

k

km

k m

y n a x n m x n m 

 

                  （4.32）
 

其中， ( )x n 和 ( )y n 分别表示输入、输出信号。K 为模型阶数，M 为记忆深

度。 

4.4.2 经过预失真处理的系统性能 

在功放模型取 K=3,M=5 的情况下，对于预失真器，设定不同的记忆深度和

非线性阶数，运用最小二乘估计，得到预失真器参数，与期望信号作比较，得到

不同记忆深度下，NMSE 随着非线性阶数变化曲线，如图 4.17 所示： 
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图 4.17 不同记忆深度下 NMSE 随着非线性阶数变化曲线（最小二乘） 

 

由图 4.17 可以看出，当选取预失真器非线性阶数 K 为 3，记忆深度 M 为 5

时， g 无法取到 max 9.605g  ，因为此时预失真器的最大输出幅度为 0.7213，而

功率放大器允许输入的最大幅度为 0.7079，不满足最大幅度约束，因此需要减小

g ，通过遍历，得到 g 最大可以达到 9.4528，此时预失真放大器的最大输出为

0.7075，满足最大输入幅度约束条件，系统性能最好，此时 NMSE=-45.4dB，结

果图 4.18 如下： 

 
图 4.18 系统特性拟合图 

 

运用 4.4.1 节中自适应学习结构，设定步长为 0.8，在功放模型取 K=3,M=5

的情况下，得到预失真器不同记忆深度 M 和非线性阶数 K 下，NMSE 随着非线

性阶数变化曲线，如图 4.19 所示： 
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图 4.19 不同记忆深度下 NMSE 随着非线性阶数变化曲线（LMS） 

 

由图 4.19 可以看出，当选取非线性阶数为 4，记忆深度为 4 时，g 无法取到

max 9.605g  ，因为此时预失真器的最大输出幅度为 0.7197，而功率放大器允许

输入的最大幅度为 0.7079，不满足最大幅度约束，因此需要减小 g ，通过遍历，

得到 g 最大可以达到 9.456，此时预失真放大器的最大输出为 0.7061，满足最大

输入幅度约束条件，系统性能最好，这里此时 NMSE=-44.1dB，结果图 4.20 如下： 

 

 
图 4.20  系统特性拟合图 

 

4.5 问题三 

利用直接法求输入信号、无预失真补偿的功率放大器输出信号、采用预失真

补偿的功率放大器输出信号的功率谱密度，即： 
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4.5.1 最小二乘估算解的系统性能 

设置参数为有记忆非线性阶数 K=3，记忆深度 M=5 条件下：利用最小二乘

估算分别得到，输入信号的功率谱密度，如图 4.21 所示；无预失真补偿的功率

放大器输出信号功率谱密度，如图 4.22 所示；以及采用预失真补偿的功率放大

器输出信号的功率谱密度，如图 4.23 所示。 

 

 
图 4.21 输入信号的功率谱密度图   图 4.22 无预失真补偿的输出功率谱密度图 

 

 
图 4.23 采用预失真补偿的输出信号的功率谱密度图 

 

   由图 4.21、图 4.22、图 4.23 可以观察到，用预失真补偿的输出信号的功率谱

密度图，明显比无预失真补偿的输出的功率谱密度的带外频谱泄露的少，如表 1

所示： 

     表 1 最小二乘不同信号的 ACPR 比较 

信号 ACPR（dB） 

输入信号 -78.5 

无预失真 -37.3 

有预失真 -52.2 
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相邻信道功率比（Adjacent Channel Power Ratio，ACPR）是表示信道的带外

失真的参数，趋向负无穷性能越好。由表 1 可以看出输入信号经过预失真系统后

的 ACPR 变大，说明产生了信道的带外失真；采用预失真补偿的功率放大器输出

信号的 ACPR 小于无预失真补偿的功率放大器输出信号的 ACPR，说明预失真器

起到了维持信号线性输出的作用，降低了信道的带外失真。 

4.5.2 自适应模型的系统性能 

设置参数为有记忆非线性阶数 K=4，记忆深度 M=4 条件下：利用自适应模

型分别得到，输入信号的功率谱密度，如图 4.24 所示；无预失真补偿的功率放

大器输出信号功率谱密度，如图 4.25 所示；以及采用预失真补偿的功率放大器

输出信号的功率谱密度，如图 4.26 所示。 

 

 
图 4.24 输入信号的功率谱密度图     图 4.25 无预失真补偿输出功率谱密度 

 

 
图 4.26 采用预失真补输出功率谱密度图 

 

由图 4.24、图 4.25、图 4.26 可以观察到，用预失真补偿的输出信号的功率

谱密度图，明显比无预失真补偿的输出的功率谱密度的带外频谱泄露的少。 
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表 2  LMS 算法不同信号的 ACPR 比较 

信号 ACPR（dB） 

输入信号 -78.5 

无预失真 -37.3 

有预失真 -50.1 

在该模型下采用预失真补偿的功率放大器输出信号的 ACPR=-50.0881dB，

说明了自适应模型下得到的预失真器同样可以起到线性化的作用，但相比于最小

二乘估计模型的效果稍差。 

 

五、 模型评价 
 

建模和分析记忆非线性系统时，最常用的方法是使用 Volterra 级数模型，

也可用于预失真设计。原则上 Volterra 级数[9]精确度高，其缺点是所设计的预失

真器实现起来复杂度高，模型提取算法运算量大。在实际应用中大多数的功率

放大器需要采用高阶 Volterra 级数预失真器来校正其非线性，所需系数数量巨

大，这使得该缺点更加突出，因此，除模型阶数较低的情况下，该模型在仿真

中的应用很有限。记忆多项式模型是 Volterra 模型的一种特殊形式综合考虑，

记忆多项式模型具有系数提取方法简单、系数数量少等优点。 

自适应预失真系统一般分为直接学习结构和间接学习结构。直接学习结构

需要首先辨识出功放的模型，再求其逆模型作为预失真器的参数。当功放的当

功放模型比较简单时，这种方法是可行的。但实际的记忆功放一般都是高阶非

线性系统，辨识其逆模型很困难，计算很复杂。预失真器参数的自适应调整困

难。当放大器特性发生变化时，系统性能会迅速下降。间接学习法的自适应算

法中，包括最小均方自适应（LMS）算法、最小二乘算法、递归最小二乘法（RLS 

算法）和 QR-RLS 算法。但是 RLS 类算法的计算复杂度却远大于 LMS 算法。

LMS 算法实现起来很简单，计算复杂度很小。但是 LMS 算法收敛速度慢，算

法稳定性不够好，但其他算法运算复杂较高。 
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