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摘要 定义一个区域，把区域的范围，线段，区域相交的交点以及相邻区域的边界等作出定

义，再定义一个基础颜色，通过对地图中的交点进行收缩或膨胀，分别从交点收缩或膨胀后

的状况进行分析，把一幅由边界和交点构成的复杂区域地图，简化为仅仅只有边界的地图，

得出了构成一幅地图最多只用四种颜色便可区分所有的区域的结论。 
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1.预备工作 

定义 1，区域，被一单一线条所封闭的空间我们定义为区域图 1： 

 

如何能在地图上表现一个区域呢？这就必须把区域绘在一张纸上，当纸与区域的颜色不同时，

我们便可在纸上清楚地看见区域。如上图，我们把纸的颜色称为基色，如此便有： 

定义 2 基色，是指我们绘制地图用的纸张的颜色，显然,基色与地图上任何一区域的颜色是

不同的，且基色无边界，无形状，他是因绘图需要而自然的存在。因此我们有： 

推论 1，要表示一个区域，最少有两种颜色，基色+区域色。 

定义 3，矢量线段，从一个点到另一点间的区间称为线段，例如 A→B 记为𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗，我们可得到

引理一，一个封闭的区域上最多三个线段便可分别出不同的矢量线段。 

如图 2， 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗段 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 段𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗段。 
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证：图 3，在三段区域中任加一点 D, 因为 D 与 C 不相邻，所以当 D=C 时，仍然可区分不同

的区段，如图 3 中设 D=C，便有𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝐶𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ 线段，显然相邻线段都不相同，所以在图 3

中任意加多 n 个点，都可以找到一个不相邻的点使这两点相同，使他们的相邻线段互不相同。  

如果一个区域有n段则称为n边区域。那么我们只用A,B,C三点便可把区域区分出任意多段。

而使相邻的线段不相同。 

定义 4，边界，如何才能知道两相邻区域相连接了呢？那么他的连接部分必须形成一条相交

的边，因为两区域相交必须是确定的一条边，所以相交两区域的任一区域必须有一线段，此

线段与另一区域的一个线段相组合，这样就产生了边界。因此，边界是由两种不同的颜色结

合后的线段。 

定义 5，交点。三个或更多个相邻区域两两相交的结合处，在图 4 中，O 是交点，                                                                            
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与引理一中线段的证明方法一样，只需 A,B,C 三种不同的颜色便可将不同的区域区分开。如



果有 n 个这样的区域结合，则称为 n 个区域的交点，显然，我们可以从 O 点放射线的数量

来得知有几个区域在此相交，有 n 条放射线时，我们便可知道有 n 个区域在此相交。且这 n

个区域仅用 A,B，C 三种不同的颜色使他们相邻的颜色互不相同。 

定义 6 基色被封闭，图 5，M 区域就叫做基色被封闭。由于基色无边界无大小，显然，图 5

中 M 收缩成一点后就是图 4。 

因此，我们可以得到引理二：当基色被 n 个区域封闭后，由于基色无大小无边界，所以被封

闭的基色区域可收缩成一个交点，而不影响区域相交的本来结构。 

这样，我们可以得到引理一的推论；相交区域的交点可膨胀为一个被封闭的基色区，而不影

响区域相交的本来结构。 

2.命题证明 

在任何一幅地图中，我们发现无论任何复杂的区域结构，也仅仅由四部分组成, 

1. 区域 2.被封闭的基色区 3.交点， 4.边界。  

然后使用不同的颜色来区分不同的区域。 

根据引理二，我们将一幅地图中的所有交点膨胀为一封闭的基色区域。图 6 

                                     

 

 

                                                   

⋮                    ⋮     

                                        … … 

                                       

                                          图 6 

图 6，是 n 个区域交点膨胀后的示意图，我们取 n≥3，用同样的方法可以显示地图中的所

有膨胀后的交点，那么把一幅地图中的每个交点膨胀之后，地图中所有的交点都变成了图 6，

这时，这幅地图就没有交点了。（地图中的交点膨胀后，地图中的区域结构不会改变），这时，

我们如何区分封闭的基色区域与地图中的区域呢？由于基色区域是在三种颜色交点的前提

下膨胀而来，显然，如果一个区域的封闭线上含有 A,B,C 三种颜色，那么该区域就是封闭的

基色区域。 

那么地图中区域的封闭线上只能有两种不同的颜色（因基色可伸缩所以基色被忽略），当区

域的颜色是 A 时，封闭线上只能有 B,C 两种颜色，当区域的颜色是 B 时，封闭线上只能有

A,C 两种颜色, 当区域的颜色是 C 时，封闭线上只能有 A,B 两种颜色，因此，与本区域相交

的区域只要与本区域的颜色不同即可找到共同的边界。如：颜色是 A 与颜色是 B 的两区域

相交，也就是 A 区域封闭线上的 B 与 B 区域封闭线上的 A 相交产生边界。 

这样我们便可得出结论，由于地图中的区域封闭线上只能有两种颜色，所以当多个区域相交

时，区域间只要有三种颜色便可以区分所有的区域，因此，三个不同的颜色区域加上基本颜

色可以区分地图的任何区域，3 + 1 = 4，因此我们可以用四种颜色区分任何地图的任何区域。 

四种颜色包含一种基本颜色和三种区域颜色。证明完 
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