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摘 要 建立复数三维坐标，在坐标中设一非平凡零点，以欧拉乘积公式为依据,对黎曼 Zeta

函数在三维虚空坐标中的非平凡零点进行分析计算，得出了要使黎曼 Zeta 函数=0 必须有

a=1/2 的结论 
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1. 预备工作 
复数三维坐标的建立,如图： 

 

 

 
                                      图 1 

在图中，两条实数轴 Re(x), Re(y)构成实数平面{Re(x) O Re(y)}，垂直于实数平面作虚数轴 Im，

这就构成了三维虚空坐标。那么在实数平面上的点可记为（X，y）。如果在空间中任给一点

K，则此点可记为 K（X，y，bi）。在 Im 轴上任给一点，我们都可以在此点上作一垂直于 Im

轴的实数平面，{Re(x) 𝑂𝑖  Re(y)}，如下图： 

 

 

 

 

 
                                       图 2 

显然，在 Im 轴上可作无穷多个实数平面。 

2.引言 

欧拉乘积公式                       黎曼 Zeta 函数 
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在ζ(z) = ∑  
1

𝑛𝑧 = ∏
1

1−𝑝−𝑧𝑝  𝑛 中，有：∏
1

1−𝑝−𝑧𝑝 = ∏
𝑝𝑧

𝑝𝑧−1𝑝  设：∏
𝑝𝑧

𝑝𝑧−1𝑝 = 0，那么

有ζ(z) = ∏
𝑝𝑧

𝑝𝑧−1𝑝 = 0，式中𝑝是全体素数的集合，显然当  𝑝𝑧 = 0  时, ζ(z) = 0  所

以 z 必须是复数, 设: z = a + bi ，设：ζ(z) = 0为黎曼函数的非平凡零点，黎曼猜

想这些非平凡零点都分布在a =
1

2
 的直线上。 

3.命题证明 

证：设𝑝𝑗 = ∏ 𝑝𝑗𝑢
𝑘
𝑢=1 , 𝑝𝑗𝑢 = {𝑝𝑗1, 𝑝𝑗2,…𝑝𝑗𝑘} ∈ 𝑝，（𝑝𝑗𝑢中的 u 可取1~k） 

𝑝𝑗
𝑧，z = a + bi，𝑝𝑗

𝑧 = 𝑝𝑗
𝑎+𝑏𝑖 = 𝑝𝑗

𝑎𝑝𝑗
𝑏𝑖,  ∵ 𝑒

(𝑏𝑖) ln 𝑝𝑗=𝑝𝑗
𝑏𝑖 ∴ 𝑝𝑗

𝑎+𝑏𝑖 = 𝑝𝑗
𝑎𝑒(𝑏 ln𝑝𝑗)𝑖, 

当 𝑝𝑗
𝑧 = 0 时，∏

𝑝𝑧

𝑝𝑧−1𝑝 = 0， ∵ 𝑝𝑗
𝑎 ≠ 0, ∴ ∃! 𝑒(𝑏 ln𝑝𝑗)𝑖 = 0 ，使得  𝑝𝑗

𝑧 = 0. 

因为𝑒𝜃𝑖= cosθ + i sinθ, 令 cos 𝜃 + i sin 𝜃 = 0，有i sinθ = −cos 𝜃， 

而当θ = 𝜋 4⁄ 时，如图 3 i sin 𝜃 = i ×
√2𝑖

2
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= −cos 𝜃  

 

 

 

 

 

 

                                 O 

                            

 图 3 

∵ θ = 𝜋 4⁄ , ∴当 θi = 𝜋𝑖
4⁄  时，有：  

引理 1 要使 𝑝𝑗
𝑧 = 0, 必须满足 𝑒(𝑏 ln𝑝𝑗)𝑖 = 𝑒𝜃𝑖 = 0, z = a + bi 与 Re 之间的夹角

θ =  𝜋 4⁄  . 

如果 𝑝𝑗
𝑧 = 0，必须 a = 1

2⁄  .  

证：图 4 在复数三维坐标中 ∀K, K（X, Y, bi）, k ∋ ζ(z) = 0 ， 

 1) 𝐾𝑂̅̅ ̅̅  连接 K 与 Im, 根据 引理 1 𝐾𝑂̅̅ ̅̅  与Im 的夹角是 𝜋 4⁄ .  

∵  cos𝜋
4⁄  = 𝑏

𝐾𝑂̅̅ ̅̅⁄  , ∴  𝐾𝑂̅̅ ̅̅ = √2𝑏,  

2) 过 O 点 垂直于 Im 作平面 {Re(x) O Re(y)}， 

bi 

Re

  

θ=π/4 

a 



3) 使 𝐾𝑏𝑖̅̅ ̅̅ ̅ ⊥Im.  
4) 使 𝐾𝑅̅̅ ̅̅  ⊥ {Re(x) O Re(Y)},  

5) 因为 K 在 Re 上的投影是 a. 

  ∴ 𝑅𝑎̅̅ ̅ ⊥ Re(x),    𝑅𝑎′̅̅ ̅̅ ⊥ Re(y) ,  ∴ 𝑅𝑂̅̅̅̅   平分∠ aO𝑎′ , ∴ ∠ Roa = ∠ Ro𝑎′ = 𝜋
4⁄ . 

 ∵ 𝑘𝑜⃗⃗⃗⃗ 是矢量, 所以从1)到 5)是唯一的步骤. 即：如果在{Re(x) O Re(Y)}平面上存在

K,那么 K 是唯一的。 
 

 

 

 

 

那么 ∀𝐾′, 𝐾′ ≠ 𝐾, 𝐾′  ∋ ζ(z) = 0, ∴ 𝐾′(X，y，𝑏𝑖′), 𝑏𝑖 ≠ 𝑏𝑖′, 所以，𝑏′是变化的。 

证: 在 𝑒(𝑏𝑖) ln𝑝𝑗中，  ∵  𝑝𝑗 = ∏ 𝑝𝑗𝑢
𝑘
𝑢=1 , 𝑝𝑗𝑢 = {𝑝𝑗1, 𝑝𝑗2,…𝑝𝑗𝑘} ∈ 𝑝是因变量,  

设：  （ 𝑏 ln 𝑝𝑗)=  δ + b = 𝑏′  那么  𝑒(𝑏𝑖) ln𝑝𝑗 = 𝑒(δ+b)i = 𝑒𝛿𝑖𝑒𝑏𝑖 , 令  𝑒𝛿𝑖 = 1，有 

  𝑏𝑖 ≠ 𝑏𝑖′   # 

因此，所有的非平凡零点都分布在𝐾𝑅̅̅ ̅̅ 以及它的延长线上，而𝐾𝑅̅̅ ̅̅  在 Re上的投影是 a. 所以，

所有的非平凡零点都分布在 Re=a. 的直线上。 

∵ cos 𝜃 = 𝑎
𝑏⁄ = √2

2
⁄  , ∴ b = 2𝑎

√2
⁄ ,  ∵ 𝑅𝑎̅̅̅̅ = 𝑎, ∴ 𝑏2 = 𝑎2 + 𝑎2, ∴ b = √2𝑎 , 所以有 

{
 b = √2𝑎

𝑏 = 2𝑎
√2

⁄
 → √2𝑎 = 2𝑎

√2
⁄   ∃! a = 1

2⁄  , 有 √2
2

⁄ = √2
2

⁄  

 ∴ ∃! a = 1
2⁄ 满足等式.所以黎曼猜想是正确的。 
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