
基于回归分析的扩散系数识别模型 

摘要 

本文主要研究了物质扩散模型参数识别问题，根据 Fick 第一、第二定律，

利用多项式回归拟合、偏微分方程、目标优化等方法，对物质扩散组元建立函数

关系，计算求解得到扩散系数，最后分析误差水平、实际测得数据量，得到了影

响扩散系数识别精度的主要因素，并推广到三维建立可视化模型。 

针对问题一：在一维情况下，根据 Fick 第一、第二定律，建立多项式回归拟

合模型，利用已知不同时刻扩散通量 J 的测量值（附件一）与不同时刻组元浓度

C 的测量值（附件二），可识别不同位置的扩散系数 D，得到 D 随 C 的变化曲线

（图 2-6）。扩散较稳定后，D 在 5.3536×10-2附近波动。 

针对问题二： 

对于第一小问：在一维情况下，当组元的扩散通量 J 未知，浓度 C 的空间分

布已知时，根据 Fick 第一、第二定律，建立关于浓度 C 的偏微分方程。考虑扩

散系数趋于稳定，扩散特征趋于稳定，为简化计算，等间隔抽取二十一组已知数

据（附件二），进行多项式回归拟合，得到 D 随 C 的变化曲线（图 8），扩散较稳

定后，D 在 5.3481×10-2附近波动。 

对于第二小问：当组元的扩散通量 J 已知，浓度 C 的空间分布未知时，根据

Fick 第一定律对已知扩散通量数据（附件一）逆推浓度梯度，利用最小二乘法拟

合与目标优化算法得到 D 随 C 的变化曲线。 

对比问题一与问题二两种情况的 D-C 曲线，J 未知，C 的空间分布已知时与

问题一的结果更接近。 

针对问题三： 

针对问题三，观察前两题得到的 D-C 散点图，根据上网查到的资料，分析异

常的扩散系数数据点是由实验测量误差、实验测量位置、实验测量时刻、实验测

量数据量等因素导致的。通过预处理不合理的数据点、选择相对稳定的实验测量

位置和实验测量时间、尽可能多地收集数据能提高扩散系数的估计精度。 

针对问题四：对于实际问题，根据二维 Fick 定律，建立二维扩散模型，对扩

散项采用中心差分格式处理并利用 python 编程实现。在扩散模型中进行迭代方

法更新浓度值。在每次迭代通过离散化的扩散方程计算新的 C，边界条件被设定

为固定的浓度值。对于离散方程与微分方程之间的误差，利用耗散效应把尖锐的

解抹平，使结果光滑，在不可避免的误差情况下提高解的光滑性，避免奇点。结

果以三维可视化展示了浓度随时间变化的动态过程。此模型可根据需要预设扩散

系数及其他参数，利用 python 实现二维扩散过程的可视化预测或拟合（图 14）。 
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一、问题重述 

1.1问题背景 

Fick 定律对物质扩散现象的宏观规律进行了描述，Fick 第一定律建立了扩

散通量 J 与扩散系数 D 和浓度梯度 C 之间的关系： 

,J D C= −   

Fick 第二定律指出了非稳态扩散过程中浓度随时间的变化率与扩散通量随

距离变化率之间的关系： 

C
J

t


= −

 .. 

Fick 定律同样适用于高维与多组元体系。在给定温度下，扩散系数通常是关

于组元的函数，研究热点是根据可靠组元获取扩散系数。实验测量与计算过程属

于反问题中的参数识别问题，过程不适定、非线性、计算量大。 

1.2问题提出 

问题一：已知初始条件，不同测量时刻组元的扩散通量 J 和浓度 C 的空间分

布时（见附件），建立扩散系数 D 识别问题的数学模型，求解并绘制随浓度 C 变

化的扩散系数 D 的曲线 

问题二：结合实际，只测量组元 J 或 C 之一，利用尽可能少的实验数据而得

到尽可能好的测量结果。已知初始条件，不同时刻 

（1）组元 J 未知，C 空间分布已知； 

（2）组元 J 已知，C 空间分布未知。 

基于问题 1，分别建立 D 识别问题的数学模型，结合模型的特征设计稳定可靠

的求解算法。利用附件提供数据求解并绘制随浓度C变化的扩散系数D的曲线，

比较分析结果与问题 1 的异同。 

问题三：结合问题 1、2，具体分析实验测量数据的误差水平、数据量和迭代

初值的选取方式等因素，总结影响 D 识别精度的主要因素。 

问题四：实际问题中大多为高维和多组元等复杂情形，对上述模型和算法如

何进行应用和推广并择一具体情形加以说明。 

 

二、问题分析 

2.1问题一分析 

问题一要求我们建立识别参数 D 的数学模型、求解并绘制 D-C 曲线。根据

问题描述，我们已知不同测量时刻组元的 J 和 C 的空间分布，首先，考虑一维情

形下的扩散问题，直接利用 Fick 第一定律建立函数关系 ,J D C= −  我们用 excel

作出 C-x 曲线进行六次多项式拟合，并用 python 求导计算得到不同时刻各位置

的浓度梯度，由 Fick 第一定律得到不同时刻各位置的 D，作出 D-C 曲线。因附

件中数据较多，间隔较小，保证拟合可信度。 

2.2问题二分析 

问题二结合实际情况考虑，限制了已知实验数据量，只测量组元 J 或 C 两



者之一，即只利用附件一或二进行求解。 

（1）J 未知，C 空间分布已知时，结合 Fick 第一定律与非稳态扩散 Fick 第

二定律建立函数关系
𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝐷 (

𝜕2𝐶

𝜕𝑥2
)。基于问题一不同时刻的浓度梯度多项式，用

python 求导计算得到不同时刻各位置浓度对距离的二次偏导。基于问题一，扩散

系数 D 随 C 变化始终趋于常数，为保证得到不同浓度下 D 的取值，同时简化计

算，我们以∆𝑥 =0.05 等间距取数据点作出不同位置 C-t 曲线进行多项式拟合，并

用 python 求导计算得到不同位置的浓度随时间变化率，由函数关系得到所取数

据点对应 D 并作出 D-C 曲线。 

（2）在问题 2 中，我们已知组元的扩散通量 J，但浓度 C 的空间分布未知。

因此，我们需要重新建立识别问题的数学模型。根据 Fick 第一定律，我们可以

重新整理得到
𝜕𝐶

𝜕𝑥
= −

𝐽

𝐷
，根据已知数据点构成（

𝛿𝐶

𝛿𝑥𝑖
，𝐶𝑖）对，利用最小二乘法拟

合扩散系数 D 的数学模型。建立目标优化函数并最小化该函数，得到最佳的 D，
绘制 D-C 曲线。 

 将问题 2 与问题 1 中绘制的结果进行比较分析异同。 

 

2.3问题三分析 

根据题目要求，分析出影响扩散系数估计精确性的主要影响因素，应当从

问题一问题二得到的扩散系数 D 随浓度 C 的变化入手，观察散点图的分布，找

出偏离整体较远的数据点，主要是分布在空间上的两端的数据点和在扩散刚开

始的时候收集的数据点，通过查找资料分析这些偏差造成的原因，是由溶液浓

度边界、浓度梯度过大导致的，因此实验数据测量位置和实验测量时间以及实

验测量本身存在的误差都是影响扩散系数估计精度的重要因素。通过观察问题

二中的 D-C 散点图，以及根据科学实验方法论，收集的稳定数据量越大，得到

的数据点越多，扩散系数 D 随浓度 C 变化趋势越准确，扩散系数估计精度越

高，所以得出结论数据量也是影响扩散系数估计精度的重要因素。 

2.4问题四分析 

问题四要求我们考虑实际问题中高维与多组元更复杂的情况进行应用推广，

我们根据实际中的二维扩散中的 Fick 定律，利用 python 建立二维扩散模型。我

们采取循 nt+1 次迭代方法更新浓度值。在每次迭代时通过离散化的扩散方程计

算新的浓度分布 C。对于离散方程与微分方程之间的误差，利用耗散效应把尖锐

的解抹平，使结果光滑。最终利用编程实现对二维扩散随时间的动态模拟。 

 

三、基本假设 
1、假设所有涉及的扩散模型中都满足 Fick 定律适用的宏观条件。 

2、假设仅考虑给定温度下扩散对物质输运的影响。 

3、假设仅考虑给定温度下扩散对物质输运的影响假设所有涉及的扩散模型

中对扩散系数 D 的参数识别自变量仅为组元扩散通量 J 与扩散浓度 C。 

 

 

四、符号说明 



符号 定义 单位 

J 扩散通量 原子数/(m2·s) 

C 扩散物质的体积浓度 原子数/m3 或 kg/m3 

D 扩散系数 m2/s 

  梯度算子 / 

X 位置参数 m 

dt 时间步长 s 

nt 时间步的数量 / 

∆ 前差分算子 / 

 

五、扩散模型建立与扩散系数参数识别 

5.1问题一：多项式回归拟合模型 

首先，考虑一维情形下的扩散问题，直接由题干中的 Fick 第一定律已知，

扩散通量 J 与该截面处的浓度梯度 C 成正比，函数关系为： 

 

𝐽 = −𝐷𝛻𝐶 ⑴ 

 

对于等式右边，为得到不同时刻各位置处对应的浓度梯度，我们根据附件二

中的数据，利用 excel 作出 C-x 散点图，同时采用多项式回归拟合得到不同时刻

下 C 与 x 的函数关系，如图 1，图中的 R 平方值是趋势线拟合程度的指标，它的

数值大小可以反映趋势线的估计值与对应的实际数据之间的拟合程度，R 的平方

越接近 1，表明拟合程度越高，趋势线的可靠性就越高，在 t=0.2、t=0.4、t=0.6、

t=0.8 和 t=1 时刻的 C-x 曲线 R 的平方都等于 1 或非常逼近 1，故拟合得到多项式

具有可靠性。 

https://zhidao.baidu.com/search?word=%E8%B6%8B%E5%8A%BF%E7%BA%BF&fr=iknow_pc_qb_highlight


 
图 1 不同时刻下 C 与 x 的多项式拟合 

 对所拟合多项式求导得到不同时刻各位置的浓度梯度的多项式拟合： 

表 1 不同时刻下浓度梯度的多项式拟合 

t 
𝜕𝐶

𝜕𝑥
 

0.2s 3.28 × 6𝑥5 − 8.39 × 5𝑥4 + 7.02 × 4𝑥3 − 2.03 × 3𝑥2 + 0.20 × 2𝑥 − 0.00004 

0.4s 1.06 × 6𝑥5 − 2.55 × 5𝑥4 + 1.77 × 4𝑥3 − 0.24 × 3𝑥2 + 0.04 × 2𝑥 + 0.0032 

0.6s 0.54 × 6𝑥5 − 1.29 × 5𝑥4 + 0.87 × 4𝑥3 − 0.14 × 3𝑥2 + 0.10 × 2𝑥 + 0.0002 

0.8s 0.33 × 6𝑥5 − 0.79 × 5𝑥4 + 0.53 × 4𝑥3 − 0.13 × 3𝑥2 + 0.12 × 2𝑥 − 0.0006 

1.0s 0.21 × 6𝑥5 − 0.49 × 5𝑥4 + 0.32 × 4𝑥3 − 0.11 × 3𝑥2 + 0.13 × 2𝑥 − 0.0006 

使用 python 计算得到不同时刻各位置的浓度梯度具体数值，同时利用附件

一中的不同时刻各位置的扩散通量 J，由 Fick 第一定律可求得不同时刻各位置

的 D，在 excel 可用此数据作出 D-C 曲线，部分数据与曲线图： 

表 2 部分扩散系数 D 与对应的浓度 C 值 

t=0.2 C t=0.4 C t=0.6 C t=0.8 C t=1 C 

5.2627E-02 1.4720E-02 5.3590E-02 2.1077E-02 5.3590E-02 2.4273E-02 5.3613E-02 2.6229E-02 5.3585E-02 2.7539E-02 

5.3329E-02 1.6218E-02 5.3707E-02 2.2360E-02 5.3603E-02 2.5388E-02 5.3598E-02 2.7218E-02 5.3562E-02 2.8425E-02 

5.3993E-02 1.7802E-02 5.3819E-02 2.3681E-02 5.3617E-02 2.6526E-02 5.3585E-02 2.8223E-02 5.3539E-02 2.9322E-02 

5.4615E-02 1.9472E-02 5.3920E-02 2.5038E-02 5.3631E-02 2.7685E-02 5.3574E-02 2.9240E-02 5.3518E-02 3.0227E-02 

y = 3.28x6 - 8.3937x5 + 7.0247x4 - 2.027x3 + 0.1972x2 - 4E-05x - 0.0002
R² = 0.9997

y = 1.0639x6 - 2.552x5 + 1.7669x4 - 0.2443x3 + 0.0375x2 + 0.0032x + 0.0002
R² = 1

y = 0.5415x6 - 1.2943x5 + 0.8687x4 - 0.1428x3 + 0.0958x2 + 0.0002x + 0.0016
R² = 1

y = 0.3269x6 - 0.7852x5 + 0.5319x4 - 0.1337x3 + 0.1235x2 - 0.0006x + 0.0037
R² = 1

y = 0.2064x6 - 0.4891x5 + 0.319x4 - 0.1059x3 + 0.127x2 - 0.0006x + 0.006
R² = 1

-0.010000000

0.000000000

0.010000000

0.020000000

0.030000000

0.040000000

0.050000000

0.060000000

0.070000000

0.080000000

0.090000000

0.000000000 0.200000000 0.400000000 0.600000000 0.800000000 1.000000000 1.200000000

t=0 t=0.2 t=0.4 t=0.6 t=0.8 t=1

多项式 (t=0.2) 多项式 (t=0.4) 多项式 (t=0.6) 多项式 (t=0.8) 多项式 (t=1)



5.5186E-02 2.1226E-02 5.4018E-02 2.6430E-02 5.3642E-02 2.8864E-02 5.3564E-02 3.0271E-02 5.3498E-02 3.1141E-02 

5.5697E-02 2.3058E-02 5.4101E-02 2.7855E-02 5.3653E-02 3.0061E-02 5.3552E-02 3.1312E-02 5.3478E-02 3.2063E-02 

5.6152E-02 2.4967E-02 5.4178E-02 2.9311E-02 5.3663E-02 3.1275E-02 5.3542E-02 3.2364E-02 5.3460E-02 3.2990E-02 

5.6536E-02 2.6945E-02 5.4243E-02 3.0793E-02 5.3671E-02 3.2504E-02 5.3530E-02 3.3424E-02 5.3444E-02 3.3923E-02 

5.6851E-02 2.8987E-02 5.4294E-02 3.2301E-02 5.3675E-02 3.3746E-02 5.3521E-02 3.4492E-02 5.3429E-02 3.4860E-02 

5.7090E-02 3.1086E-02 5.4337E-02 3.3829E-02 5.3681E-02 3.4999E-02 5.3516E-02 3.5566E-02 5.3416E-02 3.5800E-02 

          

 

 

图 2  t=0.2s 时 D-C 曲线 

 
图 3  t=0.4s 时 D-C 曲线 

 

图 4  t=0.6s 时 D-C 曲线 



 

图 5  t=0.8s 时 D-C 曲线 

 

图 6  t=1.0s 时 D-C 曲线 

最终得到 D-C 曲线除两端个别点偏离，整体上看扩散系数 D 基本不随浓度

C 变化而变化，稳定在某个常数附近，符合实际情况下扩散系数 D 只受温度和

压强影响，贴合模型，对于扩散系数 D 的识别精度较高。 

 

5.2问题二：有限条件下的多项式拟合与目标优化函数 

5.2.1第一小问： 

在仅已知浓度 C 的空间分布的情况下，由 Fick 第二定律，在指定位置处，

浓度随时间 t 的变化率等于该处的扩散通量随距离变化率的负值，即 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
= −𝛻 ⋅ 𝐽. ⑵ 

与 Fick 第一定律联立,在扩散系数 D 为常数时，得 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝐷 (

𝜕2𝐶

𝜕𝑥2
) ⑶ 

故要得到某一浓度 C 条件下扩散系数 D 的值，要先得到浓度 C 关于时间的

倒数和浓度 C 对空间位置的二阶偏导。考虑到在不同位置浓度 C 关于时间的曲

线数量太多，计算时间导数计算量太大，我们计划减少位置上的采样。通过观察

问题一中得到的 D-C 散点分布，我们发现扩散系数 D 的值相对稳定，基本不随

浓度 C 的变化而变化，所以对数据进行抽样是可行的。又因为题目需要得到有限

条件下的 D-C 关系，则需要 C 的抽样尽可能均匀，在浓度扩散过程中,通过观察



附件二中的数据和生活常识可知，浓度随 x 的增大而增大，故距离上每间隔

0.05m 抽样 21组数据，能够使 D-C 散点分布尽可能均匀。 

抽取的数据和拟合的 C-t 多项式如下: 
表 3 从附件二中抽取的浓度数据 

X T=0 t=0.2 t=0.4 t=0.6 t=0.8 t=1 

0.0000E+00 0.0000E+00 4.3597E-06 3.4771E-04 1.6392E-03 3.6533E-03 5.9782E-03 

5.0000E-02 0.0000E+00 9.4420E-06 4.4781E-04 1.8514E-03 3.9215E-03 6.2610E-03 

1.0000E-01 0.0000E+00 3.3259E-05 7.7944E-04 2.5063E-03 4.7310E-03 7.1073E-03 

1.5000E-01 0.0000E+00 1.1026E-04 1.4351E-03 3.6544E-03 6.0944E-03 8.5115E-03 

2.0000E-01 0.0000E+00 3.2884E-04 2.5614E-03 5.3663E-03 8.0275E-03 1.0463E-02 

2.5000E-01 0.0000E+00 8.7876E-04 4.3411E-03 7.7165E-03 1.0543E-02 1.2945E-02 

3.0000E-01 0.0000E+00 2.0999E-03 6.9622E-03 1.0766E-02 1.3643E-02 1.5935E-02 

3.5000E-01 0.0000E+00 4.4817E-03 1.0580E-02 1.4551E-02 1.7317E-02 1.9398E-02 

4.0000E-01 0.0000E+00 8.5576E-03 1.5284E-02 1.9068E-02 2.1532E-02 2.3288E-02 

4.5000E-01 0.0000E+00 1.4720E-02 2.1077E-02 2.4273E-02 2.6229E-02 2.7539E-02 

5.0000E-01 0.0000E+00 2.3058E-02 2.7855E-02 3.0061E-02 3.1312E-02 3.2063E-02 

5.5000E-01 0.0000E+00 3.3234E-02 3.5375E-02 3.6261E-02 3.6644E-02 3.6741E-02 

6.0000E-01 8.0000E-02 4.4323E-02 4.3227E-02 4.2617E-02 4.2041E-02 4.1430E-02 

6.5000E-01 8.0000E-02 5.4845E-02 5.0860E-02 4.8811E-02 4.7283E-02 4.5964E-02 

7.0000E-01 8.0000E-02 6.3442E-02 5.7716E-02 5.4516E-02 5.2144E-02 5.0173E-02 

7.5000E-01 8.0000E-02 6.9664E-02 6.3422E-02 5.9465E-02 5.6428E-02 5.3908E-02 

8.0000E-01 8.0000E-02 7.3824E-02 6.7863E-02 6.3506E-02 5.9999E-02 5.7053E-02 

8.5000E-01 8.0000E-02 7.6451E-02 7.1109E-02 6.6594E-02 6.2787E-02 5.9537E-02 

9.0000E-01 8.0000E-02 7.8003E-02 7.3296E-02 6.8753E-02 6.4770E-02 6.1322E-02 

9.5000E-01 8.0000E-02 7.8807E-02 7.4553E-02 7.0023E-02 6.5953E-02 6.2395E-02 

1.0000E+00 8.0000E-02 7.9054E-02 7.4962E-02 7.0442E-02 6.6345E-02 6.2752E-02 

 

y = 5E-06x5 - 0.0001x4 + 0.0009x3 - 0.0029x2 + 0.0038x - 0.0018

y = 6E-06x5 - 0.0001x4 + 0.001x3 - 0.0029x2 + 0.0038x - 0.0017

y = 7E-06x5 - 0.0001x4 + 0.001x3 - 0.0027x2 + 0.003x - 0.0012

y = 7E-06x5 - 0.0001x4 + 0.0006x3 - 0.0011x2 + 0.0002x + 0.0003 1

y = 2E-07x5 + 2E-05x4 - 0.0005x3 + 0.0031x2 - 0.0062x + 0.0035
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多项式 (1.5000E-01) 多项式 (2.0000E-01)

y = -0.0422x5 + 0.142x4 - 0.1838x3 + 0.1079x2 - 0.0109x - 3E-12

y = -0.0975x5 + 0.2979x4 - 0.3396x3 + 0.1666x2 - 0.0115x - 3E-12

y = -0.132x5 + 0.3855x4 - 0.4086x3 + 0.1733x2 + 0.0012x - 4E-12

y = -0.0975x5 + 0.2662x4 - 0.2451x3 + 0.0613x2 + 0.0384x - 5E-12

y = 0.0509x5 - 0.1872x4 + 0.2821x3 - 0.2275x2 + 0.1092x - 6E-12
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y = 0.3347x5 - 1.0349x4 + 1.2336x3 - 0.7188x2 + 0.2175x - 7E-12

y = 0.7435x5 - 2.2445x4 + 2.5715x3 - 1.3923x2 + 0.3585x - 8E-12

y = -0.8661x5 + 2.6084x4 - 2.9743x3 + 1.5904x2 - 0.397x + 0.08

y = -0.4353x5 + 1.3347x4 - 1.567x3 + 0.8834x2 - 0.2497x + 0.08

y = -0.139x5 + 0.4501x4 - 0.5741x3 + 0.3705x2 - 0.1373x + 0.08

-1.0000E-02

0.0000E+00

1.0000E-02

2.0000E-02

3.0000E-02

4.0000E-02

5.0000E-02

6.0000E-02

7.0000E-02

8.0000E-02

9.0000E-02

0.0000E+00 2.0000E-01 4.0000E-01 6.0000E-01 8.0000E-01 1.0000E+00 1.2000E+00

5.0000E-01 5.5000E-01 6.0000E-01 6.5000E-01

7.0000E-01 多项式 (5.0000E-01) 多项式 (5.5000E-01) 多项式 (6.0000E-01)

多项式 (6.5000E-01) 多项式 (7.0000E-01)

y = 0.0135x5 - 0.0154x4 - 0.0327x3 + 0.0735x2 - 0.065x + 0.08

y = 0.0679x5 - 0.1916x4 + 0.191x3 - 0.0664x2 - 0.0238x + 0.08

y = 0.0705x5 - 0.2123x4 + 0.2389x3 - 0.1147x2 - 0.0028x + 0.08

y = 0.0536x5 - 0.1717x4 + 0.2123x3 - 0.1196x2 + 0.0067x + 0.08

y = 0.0355x5 - 0.1245x4 + 0.1718x3 - 0.1108x2 + 0.0103x + 0.08

y = 0.0286x5 - 0.1058x4 + 0.155x3 - 0.1061x2 + 0.0111x + 0.08
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图 7  抽样数据拟合的 C-t 曲线 

用 Python 对 21 组数据拟合的曲线在 t=0.2、t=0.4、t=0.6、t=0.8 和 t=1 处

求导，得到浓度对时间的导数。 

表 4 抽样数据浓度 C 对时间的导数 

x t=0.2 t=0.4 t=0.6 t=0.8 t=1 

0.0000E+00 2.7448E-03 1.8870E-03 1.2088E-03 6.9344E-04 3.2500E-04 

5.0000E-02 2.7568E-03 1.9352E-03 1.3175E-03 8.8749E-04 6.3000E-04 

1.0000E-01 2.0369E-03 1.2953E-03 7.5814E-04 4.0954E-04 2.3500E-04 

1.5000E-01 -1.7114E-04 -4.1670E-04 -5.5386E-04 -5.9846E-04 -5.6500E-04 

2.0000E-01 -5.0194E-03 -3.9549E-03 -3.0026E-03 -2.1586E-03 -1.4190E-03 

2.5000E-01 1.4410E-02 1.8146E-02 1.5418E-02 1.3234E-02 1.0500E-02 

3.0000E-01 2.3141E-02 2.2554E-02 1.5858E-02 1.3447E-02 7.0000E-03 

3.5000E-01 3.2768E-02 2.5504E-02 1.5408E-02 1.3136E-02 4.0000E-03 

4.0000E-01 4.1246E-02 2.5459E-02 1.4069E-02 1.1386E-02 3.0000E-03 

4.5000E-01 4.6469E-02 2.1200E-02 1.2110E-02 7.6896E-03 6.2000E-03 

5.0000E-01 4.7573E-02 1.2495E-02 9.9600E-03 1.9224E-03 1.4600E-02 

5.5000E-01 4.4284E-02 -4.4400E-04 7.5000E-03 -5.9480E-03 2.7900E-02 

6.0000E-01 -4.1216E-02 4.5456E-03 -8.3392E-03 5.2144E-03 -3.6000E-02 

6.5000E-01 -4.5152E-02 -9.1752E-03 -1.0874E-02 -2.9288E-03 -2.1600E-02 

7.0000E-01 -4.4701E-02 -1.9034E-02 -1.3914E-02 -9.6392E-03 -1.3200E-02 

7.5000E-01 -3.9909E-02 -2.4110E-02 -1.6674E-02 -1.4075E-02 -1.0200E-02 

8.0000E-01 -3.3028E-02 -2.5598E-02 -1.8743E-02 -1.6658E-02 -1.0500E-02 

8.5000E-01 -2.6242E-02 -2.5213E-02 -2.0171E-02 -1.8038E-02 -1.2200E-02 

9.0000E-01 -2.0730E-02 -2.4170E-02 -2.1152E-02 -1.8913E-02 -1.4400E-02 

9.5000E-01 -1.7104E-02 -2.3204E-02 -2.1680E-02 -1.9396E-02 -1.6400E-02 

1.0000E+00 -1.6017E-02 -2.3044E-02 -2.2058E-02 -1.9646E-02 -1.6300E-02 

再将问题一中多项式拟合的 C-X 曲线对 x 求两阶偏导，利用 

D =

∂C
∂t
∂2C
∂x2

 ⑷ 

 计算出不同位置不同时刻扩散系数的值，绘制 D-C 散点图 
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图 8 仅由浓度 C 空间分布得到的 D-C 分布 

5.2.2第二小问： 

在问题 2中，我们已知组元的扩散通量 J，但浓度 C 的空间分布未知。因

此，我们需要重新建立识别问题的数学模型。根据 Fick 第一定律，我们重新整

理方程(1)得到： 

 

𝜕𝐶

𝜕𝑥
= −

𝐽

𝐷
 ⑸ 

 

在这种情况下，我们只通过实验测量得到扩散通量 J 的数据，而无法直接测

量浓度梯度，因此我们需要使用扩散通量 J 来逆推浓度梯度，并进一步解决扩散

系数识别问题。 

 对于一组已知的，扩散通量位置数据点(Ji,xi)，我们可以利用公式(5)来

估计浓度梯度，进而得到浓度 C 的变化情况。然后我们可按照问题一中的方法，

利用拟合方法基于已估计的浓度梯度与扩散通量求解扩散系数 D。 

 根据已知数据点构成(
𝜕𝐶

𝜕𝑥𝑖
, 𝐶𝑖)对，利用最小二乘法，将(

𝜕𝐶

𝜕𝑥𝑖
, 𝐶𝑖)视为已知数

据点以拟合扩散系数 D 的数学模型，建立优化目标函数并最小化该函数，得到

最佳的扩散系数 D。 

表 5 不同位置处 C 对应 D 值部分数据 

C D(0.55) D(0.56) D(0.57) D(0.58) D(0.59) D(0.60) 

0.01 -1.1588e-03 -1.1746e-03 -1.1850e-03 -1.1898e-03 -1.1889e-03 -1.1824e-03 

0.02 -5.7940e-04 -5.8730e-04 -5.9250e-04 -5.9569e-04 -5.9727e-04 -5.9762e-04 

0.03 -3.8633e-04 -3.9094e-04 -3.9333e-04 -3.9468e-04 -3.9537e-04 -3.9550e-04 

0.04 -2.8974e-04 -2.9263e-04 -2.9419e-04 -2.9510e-04 -2.9550e-04 -2.9555e-04 

0.05 -2.3189e-04 -2.3370e-04 -2.3474e-04 -2.3546e-04 -2.3590e-04 -2.3611e-04 
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0.06 -1.9323e-04 -1.9436e-04 -1.9500e-04 -1.9541e-04 -1.9572e-04 -1.9594e-04 

0.07 -1.6560e-04 -1.6637e-04 -1.6684e-04 -1.6718e-04 -1.6745e-04 -1.6769e-04 

0.08 -1.4462e-04 -1.4514e-04 -1.4552e-04 -1.4580e-04 -1.4602e-04 -1.4619e-04 

 将问题二的两种情形计算结果与问题一对比，我们得到问题二的第一种

情形，即当组元的扩散通量 J 未知，浓度 C 的空间分布已知时，D-C 曲线整体

呈与 x 轴平行的直线，扩散随时间趋于稳定，扩散系数 D 随 C 的分布趋于常值，

与问题一中趋势相符。除去两端边界上的特殊偏离点后，对数据求平均可得 D 在

5.3481×10-2附近波动，与问题一中 D 的估计值 5.3536×10-2接近。而对于问题

二的第二种情形，即当组元的扩散通量 J 已知，浓度 C 的空间分布未知时，其趋

势与数值都与问题一中相差较大，相似度更低。 

 

5.3问题三：影响扩散系数识别精度的因素 

从图 2至图 6发现，大部分点都波动在某一常数附近，但存在少数点在偏

离该常数较远的位置，如图所示：

 

图 9 题目一中未预处理的数据绘制的 D-C 散点图 

判断这些少部分的点偏离大部分点是因为实验原始测量数据存在误差。去

掉大于 0.1的数据和小于 0的数据，得到测量误差更小的的 D-C 分布，如下图

所示。
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图 10 题目一中预处理的数据绘制的 D-C 散点图 

通过观察经过预处理数据得到的 D-C 散点图，浓度在[0.02,0.05]的范围

内，数据点基本稳定在一条直线附近，但是在浓度 C 最小与最大的位置上，数

据点偏离直线较大，搜集资料得知，气体或液体由于分子运动，其流体内部的

浓度是相对均匀的。但当流体与固体接触时，根据边界层理论，它的分子向界

面扩散受到阻力，导致界面上物质的浓度和流体内部的浓度有较大差异。因此

可以判断，附件一、附件二中的实验数据是从长度仅为 0.1m 左右的盛有溶液

的容器中采集得到的，才会导致 D-C 分布两端数据点偏离直线较远。所以，若

要得到 D 在该特定环境中的值，应当在浓度为[0.02,0.05]中取值。

 

图 11 浓度为[0.02,0.05]范围内的 D-C 散点图 

发现 t=0.2 时刻测量的数据得到的扩散系数值 D 偏离其他时刻扩散系数值

D 较远，分析是刚开始扩散时，浓度梯度大，扩散速度很快，测量时刻溶液浓度

也在变化，导致了测量的溶液浓度有误差。去掉 t=0.2时刻和 t=0.4 时刻的数据，

D-C 散点分布更加准确，如下图所示： 
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图 12 t=0.6、t=0.8、t=1 时刻绘制的 D-C 散点图 

从上图纵坐标看出，扩散系数基本在[0.0534,0.0538]小范围内变化，可以

取其平均值为该环境条件下的扩散系数 D 值。 

观察问题二第一小问中图 8，除了存在测量误差的点以外，还发现数据点集

中分布在两侧，中间的数据点少且分散，D-C 分布不确定性很大，这是由数据采

样数据量少导致的。若处理更多的数据，D-C 散点分布将更加准确。 

综上所述，实验测量数据的准确性、实验测量数据的位置、实验测量数据的

时间、测量数据量都对扩散系数识别精度产生影响。 

5.4问题四：考虑空气阻力的斜抛模型的建立与求解 

 由 Fick 一、二定律，在二维情形下扩散方程为 

 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝐷(

𝜕2𝐶

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝐶

𝜕𝑦2
) ⑹ 

  

对其中的扩散项采用中心差分： 

 
𝐶𝑖,𝑗
𝑛+1 − 𝐶𝑖,𝑗

𝑛

∆𝑡
= 𝐷 (

𝐶𝑖+1,𝑗
𝑛 − 2𝐶𝑖,𝑗

𝑛 + 𝐶𝑖−1,𝑗
𝑛

∆𝑥2
+
𝐶𝑖,𝑗+1
𝑛 − 2𝐶𝑖,𝑗

𝑛 + 𝐶𝑖,𝑗−1
𝑛

∆𝑦2
) ⑺ 

  

整理得到： 

 

𝐶𝑖,𝑗
𝑛+1 = 𝐶𝑖,𝑗

𝑛 +
𝑣∆𝑡

∆𝑥2
(𝐶𝑖+1,𝑗

𝑛 − 2𝐶𝑖,𝑗
𝑛 + 𝐶𝑖−1,𝑗

𝑛 ) +
𝑣∆𝑡

∆𝑦2
(𝐶𝑖,𝑗+1

𝑛 − 2𝐶𝑖,𝑗
𝑛 + 𝐶𝑖,𝑗−1

𝑛 ) ⑻ 

 

 这是离散化的二维扩散方程，描述二维空间中某点浓度时间变化情况，随其

中𝐶𝑖,𝑗
𝑛表示(i,j)处第 n 步时间的浓度，∆𝑡表示时间步长，𝐶𝑖+1,𝑗

𝑛 表示在相邻位置处第

n 步时间的浓度，∆𝑥、∆𝑦表示空间网格的大小。 
 用 python 实现二维扩散模型的建立，分别定义各参数，创建坐标系。为贴合

实际，我们根据附件中的数据，在中间一个矩形区域设置初始浓度为 0.08。 
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图 13 二维扩散初始状态 

我们定义了一个名为 diffuse 的函数，其输入参数为 nt 表示需要求解的时

间步数。在函数内部，重新设置浓度 C 的值，并进行循环 nt+1 次迭代来更新浓

度值。在每次迭代时，使用当前时间步 n 上的浓度分布 Cn，通过离散化的扩散

方程计算新的浓度分布 C。边界条件被设定为固定的浓度值（全 1）。 

每次迭代后，都会创建一个新的 3D 图形并绘制更新后的浓度分布 C。最后，

调用 diffuse 函数并传入任意时间参数，如 50，以执行 50个时间步的求解和可

视化过程，其模拟二维扩散动态变化过程如下（图示间隔 4个时间步）： 

 

 

图 14 二维扩散模型动态模拟 



对于离散方程与微分方程之间的误差，利用耗散效应把尖锐的解抹平，使结

果光滑，在不可避免存在误差的情况下提高解的光滑性，避免奇点。结果以三维

可视化展示了浓度随时间变化的动态过程。 

为应用于实际问题，推广至高维与多组元的情况，可继续再此模型基础上加

入更高维参数，或是引入新的组元与浓度的函数关系，使模型适用于不同情况下

的实际问题。此模型优势在于可根据需要预设扩散系数及其他参数，实现二维扩

散过程的可视化预测或与实验测量所得数据对比拟合，在高维与多变量情况下使

结果更加直观。 
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附录 
求浓度梯度、二次导函数 

def calculate_y(x): 

    # 在这里定义函数表达式，对于不同的 x 返回不同的 y 值 

    y = 1.0639*6*x**5-2.552*5*x**4+1.7669*4*x**3-

0.2443*3*x**2+0.0375*2*x+0.0032  # 这是一个二次函数的示例 

 

    return y 

 

# 定义起始点、结束点和步长 

start_x = 0.00 

end_x = 1.01 

step = 0.01 

 

# 使用循环遍历等间隔的不同 x 值，并计算相应的 y 值 

current_x = start_x 

while current_x <= end_x: 

    current_y = calculate_y(current_x) 

    print(f"When x = {current_x:.2e}, y = {current_y:.4e}") 

current_x += 0.01 

 

二维可视化扩散模型函数 

import numpy as np 

from matplotlib import cm 

import matplotlib.pyplot as plt 

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D 

nx = 31 



ny = 31 

nt = 17 

nD = 0.05 

dx = 2 / (nx - 1) 

dy = 2 / (ny - 1) 

sigma = 0.25 

dt = sigma * dx * dy / nD 

 

x = np.linspace(0, 1, nx) 

y = np.linspace(0, 1, ny) 

 

C = np.ones((ny, nx))  # create a 1xn vector of 1's 

Cn =np.ones((ny, nx))#非常常见的手法了 

C[int(.5 / dy):int(1 / dy + 1),int(.5 / dx):int(1 / dx + 1)] = 1.08 

fig = plt.figure() 

ax = fig.gca(projection='3d') 

X, Y = np.meshgrid(x, y) 

surf = ax.plot_surface(X, Y, C, rstride=1, cstride=1, cmap=cm.viridis, 

        linewidth=0, antialiased=False) 

 

ax.set_xlim(0, 2) 

ax.set_ylim(0, 2) 

ax.set_zlim(1, 1.1) 

 

ax.set_xlabel('$x$') 

ax.set_ylabel('$y$'); 

def diffuse(nt): 

    C[int(.5 / dy):int(1 / dy + 1),int(.5 / dx):int(1 / dx + 1)] = 1.08  

    #初场定义 

     

    for n in range(nt + 1):  

        Cn = C.copy() 

        C[1:-1, 1:-1] = (Cn[1:-1,1:-1] +  

                        nD * dt / dx**2 *  

                        (Cn[1:-1, 2:] - 2 * Cn[1:-1, 1:-1] + Cn[1:-1, 0:-2]) + 

                        nD * dt / dy**2 *  

                        (Cn[2:,1: -1] - 2 * Cn[1:-1, 1:-1] + Cn[0:-2, 1:-1])) 

       #更新场 

        C[0, :] = 1 

        C[-1, :] = 1 

        C[:, 0] = 1 

        C[:, -1] = 1 

        #边界条件 

        fig = plt.figure() 



        ax = fig.gca(projection='3d') 

        surf = ax.plot_surface(X, Y, C[:], rstride=1, cstride=1, cmap=cm.viridis, 

        linewidth=0, antialiased=True) 

        ax.set_zlim(1, 1.1) 

        ax.set_xlabel('$x$') 

        ax.set_ylabel('$y$');#计算完成后绘制 u 的分布 

      

diffuse(50) 

 

 

 


